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ANALIZA WIDMOWA
Wprowadzenie

Analiza widmowa to kazda metoda przetwarzania sygnatu opisujaca zawarto§é
czestotliwo$ciowa sygnatu. Przeksztalcenie Fouriera jest podstawa matematyczna wiazaca
sygnal czasowy lub przestrzenny, lub model takiego sygnalu, z jego reprezentacja w
dziedzinie czgstotliwosci, czyli z widmem.

Widmo sygnatu analogowego deterministycznego x(¢) to

X(jQ) = jx(t)e*fmdt (1.1)
gdzie pulsacja (czestotliwo$¢ katowa) Q =274F jest wyrazana w rad/s, F to czgstotliwo$é
w Hz, a j>=-1. Mamy tu do czynienia z F — transformacja sygnalu x(¢), ktorej
wynikiem jest transformata X (jQ), czyli widmo sygnatu x(¢).

Widmo ggstosci energii (WGE) to
N2
E©Q) =|X(jQ) (1.2)
(po angielsku ESD — energy spectral density). WGE to rowniez wynik F — transformacji
funkcji autokorelacji r(7) sygnatu x(¢)
r(7) = J.x(t)x*(t—‘[)dt =0, r0) :J'|x(t)|2dz (1.3)
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(przy czym dla sygnalow o warto$ciach rzeczywistych r(7) jest rzeczywista i parzysta), tj.
E©Q)= J' H(z)e ¥ dr (1.4)

a calkowita energia sygnatu, ze wzoru Parsevala, to
0 1 o0
E=r(0)= j|x(t)|2dt - j E(Q)dQ (1.52)
o 2z 2
i gdy sygnat jest rzeczywisty (o warto$ciach rzeczywistych) to
1 0
E- —jE(Q)dQ (1.5b)
7%
Powyzsze jest stuszne dla sygnalow o skonczonej energii:

E- I|x(t)|2dt <o (1.6)

Uwaga! Jezeli po prawej stronie we wzorze (1.5a) postuzymy sig czgstotliwoscia F' zamiast
pulsacja Qto E = j E(F)dF czyli pozbywamy si¢ wspotczynnika 1/(27) . Podobnie w

innych tego typu wzorach.

Dla sygnatow dyskretnych operuje si¢ dyskretno-czasowa transformacjg Fouriera
(DTFT). Wowczas, dla ciagu x[n], mamy widmo

X(jo)= Zx[n]e_"' on, 0=Q/F, F, — czgstotliwos¢ probkowania w Hz (1.7)
Tu @ jest wyrazana w rad/Sa (w radianach na probke); w=2n"; wel[-n,7),
fe[-1/2,1/2) . WGE sygnatu x[n] to

E(@) =|X(jo) (1.8)
lub
E(w)= Zw:r[k]e_j”k (DTFT z [k]) (1.9)
gdzie o
k] = ix[n]x*[n —k] (funkcja autokorelacji — dyskretna) ~ (1.10)

n=—00

Widmo ggstosci mocy (WGM) dla sygnalu deterministycznego x(¢) to

. 2
P(F) = lim {@J (1.11)

T — o0l

(po angielsku PSD — power spectral density). Widmo to opisuje rozktad mocy sygnatu
wzdluz osi czgstotliwosci. WGM jest bardziej uzyteczna niz WGE, poniewaz w
rozwiazywaniu probleméw komunikacji generalnie wykorzystuje si¢ modele oparte na
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mocy sygnalu. We wzorze (1.11) P(F) jest wyrazana w jednostkach wat na Hz, a X, (jF)

to F — transformacja sygnatu ucigtego (centralny fragment sygnatu — ma ograniczong
energie)

x(), -T/2<t<T/2
xp(t) = (1.12)
0, —oo<t<-T/2, T/2<t<®
Znormalizowana (wzgledem | ohma) moc $rednia
P= lim lTJ/'2|x(z)|2dt = lim T|x (n)dr (1.13)
Too T Too T r ’
-7/2 -0
Na mocy twierdzenia Parsevala znormalizowana moc $rednia
© © 2
X (F
p= 1imlj|X(F)|2dF= j lim u}ﬂf (1.14)
= T—w T

Zmienna podcatkowa po prawej stronie (1.14) to PSD. Jest to zawsze nieujemna funkcja
czgstotliwoscei, niewrazliwa na widmo fazowe sygnatu x(¢) . Rzecz jasna, znormalizowana

moc $rednia to
P= <|x(t)|2> - J-P(F)dF (1.15)

A moc $rednia sygnatu o wartosciach rzeczywistych zawarta w pa§mie AF = F, —F] jest
réwna

1| g )
P@F)= lim —| [ |x(odr+ [lx e ar :zj{TlETTJdF (1.16)
£

-F, A
Powyzej mieliSmy do czynienia z tzw. bezposrednia metoda obliczania PSD. Ten sam

wynik otrzymuje si¢ za pomoca metody autokorelacyjnej. Autokorelacja przebiegu

fizycznego jest definiowana jako
T/2

.1 -
R(z) = lim — '[x(t)x (t—7)dt (1.17)
T—oo T
-T/2
Twierdzenie Wienera-Chinczyna mowi, ze pomigdzy WGM a funkcja autokorelacji
zachodzi zwiazek (para transformat Fouriera)

R(r) < P(F) (1.18)
gdzie P(F) jest F — transformata funkcji autokorelacji R(zr). Zatem druga metoda
obliczania WGM, tj. P(F), jest metoda polegajaca na obliczeniu funkcji autokorelacji, a
nastgpnie obliczeniu transformaty Fouriera tej funkcji.

Przykiad 1. Obliczanie WGM sinusoidy metoda autokorelacyjna

Wezmy sygnat
x(t) = Asin(Qy2), —0 <t <o (1.19)
Autokorelacja jest



T/2 T/2
R(r) = lim 1 j x(t)x" (t—7)ds = lim 1 jAZ sin(Qo)sin(Q (1 —7))dt =
Too T T T
2 T (T2 p ! 7/3? (1.20)
= Zcos(Qqe) lim - [dr—"-lim jcos(zgot —Qyr)dr
-T/2 -T/2
poniewaz
sinasin 8 :%[cos(a— B)—cos(a+ f)] (1.21)

Wzér (1.20) sprowadza si¢ do
2
R(7) = ATCOS(QOT) (1.22)

Zatem WGM, czyli transformata Fouriera funkcji (1.22) wynosi
AZ
P(F) :T[é(F—F0)+5(F+FO)] (1.23)
Znormalizowana moc $rednia

2 42 AZ

y
P= IT[é(F—FO)+5(F+FO)]dF:T (1.24)

Warto$¢ ta zgadza si¢ ze znanym wynikiem na znormalizowana moc sinusoidy

P:(A/ﬁ)z:Az/z (1.25)

gdzie w nawiasie wystgpuje warto$¢ skuteczna (inaczej Sredniokwadratowa) sinusoidy.

Sygnaty Asin(Qqt) 1 Acos(Qy) maja t¢ sama WGM i te sama funkcje
autokorelacji, poniewaz faza nie ma wptywu na WGM. Mozna to sprawdzi¢ obliczajac
WGM dla Acos(Qyt) za pomoca tej samej procedury, jakiej uzyliSmy wczesniej do
obliczenia WGM dla A4sin(€¢) .

P(F)

2
waga —
4 g 4

Rys. 1. WGM sinusoidy.

Zwiazek pomiedzy WGM na wejsciu i wyjs$ciu systemu liniowego o charakterystyce
amplitudowo-fazowej H(jw)

P,(@)=|H(jo) P,(@) (1.26)



x[n] y[n]
—> H(jw) —
P (o) P, (o)

Rys. 2. Przenoszenie WGM przez dyskretny uktad liniowy.

WGM dla dyskretnych sygnatéw stochastycznych méwi jaka moc $rednia zawiera
sygnal w funkcji czestotliwosci. Zaktada sig, Zze sygnal o ograniczonej mocy $redniej ma
wartos$¢ oczekiwang (to jest warto$¢ usredniona po zbiorze realizacji)

E{x[n]}=0 (1.27)
Jezeli ciag autokorelacji wyrazimy za pomoca wzoru
k] = ERnx [n—k1j = r[k] (1.28)
wowczas WGM to DTFT z r[k]
P(@)= Y rlkle/™ (1.29)
k=—0
i odwrotnie, IDTFT z P(w)
1 T
k] = — I P(w)e’™do (1.30)
2r c
Albo, zaktadajac, ze ciag autokorelacji dostatecznie szybko maleje
1l
]\llﬂﬁk;(!k||r[k]| =0 (1.31)

mozemy wykorzysta¢ inng definicje WGM
2

0

P(@)= lim E % D x{nle /" (1.32)
k=—o0

prowadzaca do tych samych wynikow jak (1.29).

Nieparametryczne metody analizy widmowej:
periodogram i korelogram

Metoda periodogramu (nalezaca do metod nieparametrycznych) oparta jest na
definicji (1.32). Formalnie, problem estymacji WGM formutuje si¢ nastgpujaco.

Na podstawie skonczonej obserwacji {x[l], x[2],---,x[N]} procesu losowego

stacjonarnego, oblicz estymate P(w) widma gestosci mocy dla -7 <w<r.



Pomijajac operator wartosci oczekiwanej w (1.32) oraz przejécie do granicy, ktorych
nie mozna wykona¢, gdy jedyna dostgpna informacja jest zbior probek sygnatu {x[n]}n]v=1 ,
otrzymujemy estymator I3(a)) periodogramu P(w) Shustera

N 2

ZX[n]eﬁ"”"

n=l1

1

P(w) = ~ (1.33)

ktérego pierwszym zastosowaniem (Shuster) byto wykrywanie ukrytych okresowosci (ang.
hidden periodicities, gdzie okres — period) w ciagu probek czasowych. Stad nazwa:
periodogram.

Periodogram to wykres (diagram), ktory pokazuje najwazniejsze okresowe
regularno$ci wystgpujace w sygnale. Piki na diagramie odpowiadaja okresom (cyklom),
ktore najblizej koreluja z danymi. Interpretacja periodogramu zajmuje si¢ analiza
widmowa.

Jezeli zastosujemy wazenie sygnalu {x[n]}ff:1 za pomoca okna {w[n]}f:/:l, to
otrzymujemy estymator periodogramu wazonego, zwanego tez zmodyfikowanym
N 2
% Zx[n]w[n]e_ja’"
P(o)=—""— (1.34)
]lv;|w[n]|2

W kazdym przypadku do obliczania periodogramu uzywa si¢ N-punktowej FFT, by
obliczy¢ 13(a))/F (w dyskretnych punktach pulsacji @), gdzie za FF' podstawiamy 27,
gdy nie zadajemy czgstotliwos$ci probkowania, a postawiamy F,, gdy zadajemy
czgstotliwo$¢ probkowania. Powyzszy algorytm dziata w MATLABie pod nazwa
periodogram. Zwraca on estymate (1.33) lub (1.34).

W MATLABIie dziataja rowniez inne estymatory WGM, ale nalezace do
parametrycznych. Sa to:
¢ pburg dziatajacy wg metody Burga,
¢ pcov dziatajacy wg metody kowariancji,
¢ peig dziatajacy wg metody wektoréw wiasnych,
¢ pmcov dziatajacy wg zmodyfikowanej metody kowariancji,
+ pmusic wykorzystujacy algorytm MUSIC (Multiple Signal Classification),
+ pwelch dziatajacy wg metody Welcha,
¢ pyulear dziatajacy wg metody AR (autoregresji) Yule-Walkera.
Wszystkie te algorytmy, nalezace do wysokorozdzielczej parametrycznej estymacji WGM,
sa szczegOtowa opisane w Help do MATLABa i opatrzone przyktadami i ilustracjami.

Na podstawie definicji WGM jako DTFT z ciagu autokorelacji (1.29) estymatorem
widmowym w postaci kerelogramu jest
N-1
P(w)= ) ilkle’™ (1.35)

k=—(N-1)
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gdzie 7[k] oznacza estymate r[k] otrzymana na podstawie dostgpnych probek
{x[l], x[2], -+, x[N ]} . Jezeli o tym sygnale zaktadamy jedynie to, ze jest on stacjonarny, to
mozemy znalez¢ r[k] potrzebne w (1.35) dwoma sposobami: jako estymator standardowy

nieobciazony
1 N
lkl=—— > xnlx’[n—k], 0<k<N-I (1.36)
N-k 2
i jako estymator standardowy obciazony (lepszy dla $rednich i duzych warto$ci parametru
k)
N
fk]=— Zx[n]x*[n—k], 0<k<N-1 (1.37)
n=k+1
przy czym, dla indekséw ujemnych, korzystamy z wlasciwosci

k1= 7"Tk] (1.38)
W praktyce obliczenia periodogramu i korelogramu wykonuje si¢ za pomoca FFT
zamiast DTFT wymagajacej continuum wartosci czgstotliwosci. Stosuje sig tez

uzupetnianie ciagu {x[n]}iv:1 zerami, gdy N nie jest potgga liczby 2.

Momenty jako parametry zmiennych losowych
W ponizszych wzorach zastosowano nastgpujace oznaczenia [3]
o £ — zmienna losowa,

J#(x) — funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej &,

® X — wartos$¢ zmiennej losowej w zbiorze &(g) < R (inkluzja zbiorow),

° & — zbiér zwany przestrzenia wynikéw doswiadczenia lub przestrzenia zdarzen
elementarnych; elementy e € & tego zbioru sa nazywane wynikami doswiadczenia lub
zdarzeniami elementarnymi.

Moment zwykly rzgdu » zmiennej losowej & to liczba
& = [ fe(oax

Moment centralny rzgdu » zmiennej losowej & to liczba

o0

(-8 = [(r=&) fr(d

W  przypadku zmiennej losowej dyskretnej & o skonczonej liczbie realizacji

X3 k=0,1,--- N —1; powyZsze wyrazenia przyjmuja postac

—  N-l
&= leng(xk)
k=0



N-1
(E=8) =D (5 =5 P(xp)
k=0

gdzie {P{;(xk); k=0,1,---N —1} to zbior prawdopodobienstw przyporzadkowanych tym
realizacjom.

Momenty unormowane otrzymujemy dzielac momenty zwykle i centralne przez
E%=¢"| . Momentami najwazniejszymi i najczeSciej wykorzystywanymi do opisu
r=0

zmiennych losowych sa:

— ¢ — moment zwykly rzedu 1, nazywany wartoscia oczekiwana, wartosécia $rednia lub

nadzieja matematyczng zmiennej losowej & 1 oznaczany rowniez E(S) lub m, , Tub M(0),

— &% — moment zwykly rzedu 2, nazywany wartoécia éredniokwadratowa zmiennej losowej

& 1oznaczany takze E(fz),

- (5-5 ) — moment centralny rzedu 2 lub inaczej wariancja zmiennej losowej & i

. L, .. 2
oznaczany najczesciej o .

Czgsto tez wykorzystywany jest rowniez parametr ,[o-é - pierwiastek z wariancji

oznaczany przez o , nazywany odchyleniem standardowym (dyspersja) zmiennej losowe;j

¢ . (Dyspersja — inaczej rozrzut.)

Momenty widmowe

Momenty widmowe to deskryptory cech sygnalu. Wykorzystuje si¢ je do badania
podobienstwa pomigdzy roznymi obiektami. Oblicza si¢ je najcze$ciej na podstawie
estymaty WGM widma sygnatu.

Aby zdefiniowa¢ momenty widmowe, w powyzszych wzorach zastgpujemy x;

przez czgstotliwos¢ f;, k=0,1,---N—1 oraz P:(x;) przez widmo gestosci mocy B lub

jego estymate liczone za pomoca N-punktowej DFT (FFT). Woéwczas wprowadzajac
oznaczenie

M@)=¢&" ) (1.39)
fk:xk’Pk:Pg(xk) lub PkZPg(xk)
otrzymujemy moment widmowy r-tego rzedu
N-1
M@= BK (1.40)
k=0
1 moment widmowy unormowany 7-tego rzedu
Mu(r)—M (1.41)

© M(0)



N-1

gdzie M(0)= ZPk to moment widmowy rzedu zerowego majacy zastosowanie
k=0

normalizujace i oznacza moc sygnatu, i moment widmowy unormowany centralny r-tego

rzedu

N-1
M, (r )=Z(;P" M?é (D1 (1.42)
gdzie
N-1 Pf
M,(1)=)y Kk (1.43)
,Z:;M (0)

to moment widmowy unormowany pierwszego rzedu uzywany do obliczania momentéw
widmowych centralnych wyzszych rzedéw — ma interpretacje¢ srodka cigzkosci widma.

A teraz dalsze szczegodlne przypadki momentéw widmowych. Moment widmowy
unormowany centralny drugiego rzedu — ma interpretacje kwadratu szerokos$ci pasma
czestotliwosci zajmowanych przez sygnat

M,.(2) = ZP" M?g)”(l) (1.44)

Moment widmowy unormowany centralny trzeciego rzgdu to niesymetria widma, inaczej
skos$nos$é (ang. skewness)

PLfi =M, 0T
M, (3 Pt 1.45
()= Z 0 (1.45)
Parametr widmowy bedacy miara spiaszczema widma (popularnie kurtoza)
kurtosis = M (1.46)
(M, (2)]
Mozna tez inaczej zapisaé
(xk )
kurtosis = 1.47
~ ; - (1.47)

gdzie x; to k-ta obserwacja sposrod dostgpnych N obserwacji, X to $rednia arytmetyczna
ze wszystkich N probek, o, —to odchylenie standardowe (dyspersja, rozrzut) liczone na

podstawie obserwacji.
Parametrem stuzacym jako miara plaskosci widma (ang. SFM — Spectral Flatness
Measure) jest (Srednia geometryczna przez $rednig arytmetyczna)

1 [N/2-1
vl T~
SFM = 10log;y ——=2 (1.48)

N/2-1

- Pk
N/2 &

przy czym P, to widmowa gesto$¢ mocy (WGM) obliczona za pomoca N-punktowej DFT
(FFT).
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Momenty widmowe mozna takze oblicza¢ dla fragmentow widma. Wowczas nalezy
w powyzszych wzorach zmieni¢ zakresy sumowania (i iloczynu dla SFM) na numery
probek widma odpowiadajace czgstotliwosciom: f; — dolnej 1 f, — gornej, widma

sygnatu. Przyktadowo, pierwszy moment widmowy znormalizowany M, (1) — S$rodek
cigzkosci widma, liczony w zakresie pomigdzy dwoma kolejnymi minimami obwiedni
widma, moze by¢ interpretowany jako czgstotliwo$¢ formantu, znajdujacego si¢ w tym
pasmie czgstotliwoscei.

Ponizej jest zamieszczony przyklad zastosowania momentow widmowych w
praktyce.

Identyfikacja mowcy z zastosowaniem momentow
widmowych

ZgromadZ zbiory nagran glosow. Aby sklasyfikowaé szczegdlny, docelowy glos
sposrod glosd6w w zbiorze odniesienia (referencyjnym), nalezy [1] zgromadzi¢ glosy o
nazwie angielskiej isochunks (jednakowe kawalki). Isochunk jest definiowany jako segment
mowy, w ktérym moéwca, wymawiajac go, za kazdym razem koniecznie stosuje t¢ sama
wymowg, a wigc brzmi on tak samo. Aby moc taki segment wykorzysta¢, w bazie nagran
glosow musi egzystowaé wigcej niz jeden taki segment dla kazdego mowcy. Im wigce;j,
tym lepiej z punktu widzenia jego weryfikacji/identyfikacji na podstawie pordwnania z
nagraniami zapisanymi w bazie.

Isochunk moze mie¢ dowolna dlugosc, jednak nie powinien zawieraé przerw.
Chodzi o to, by miat on z zasady taka sama reprezentacjg, przy ktorej moze on roznic si¢
dla poszczegdlnych mowcow sposobami jego artykulacji. (Artykulacja — ruchy i uktad
narzadow mowy (np. jezyka, warg, podniebienia migkkiego, wiazadet glosowych) podczas
wymawiania poszczegélnych glosek.) Czynnikiem krytycznym w selekcji segmentu mowy
jako isochunk-a jest, by wybrany ciag brzmiat za kazdym razem tak podobnie, jak to tylko
mozliwe dla danego méwcy i niepodobnie, jak to tylko mozliwe, dla innych méwcow.

Po wyselekcjonowaniu isochunks i ich wydobyciu, nastgpnie, celem wydobycia z
nich cech dystynktywnych przydatnych do klasyfikacji, mozna zastosowacé nastgpujacy
algorytm [1], sporzadzony w Szwecji na zamdOwienie banku, a oparty na metodzie
momentéw widmowych opracowanej w North Carolina State University, USA, ktorego
kolejne kroki zestawiono ponize;.

. Oblicz DFT (ang. Discrete Fourier Transform) w oknie o dtugosci N.

. Odrzu¢ cze$¢ urojona.

. Przesun o jedna probke i powtdrz N-krotnie kroki 11 2.

. Wez $rednig z N transformat i przeskaluj przez pierwiastek trzeciego stopnia. To

zmniejszy wplyw pierwszego formantu.

5. Wykonaj interpolacj¢ wynikowej $redniej za pomoca szeSciennego splinu (ang.
cubic spline), patrz MATLAB - cubic spline interpolation, aby otrzymac
synchroniczne, ciagle widmo wysokosci dzwigku (ang. pitch).

6. Scatkuj ciaglte widmo wysoko$ci dzwigku od 0 do 4000 Hz. To zwrdci mas¢ widma

4000
mass = j S()df (1.49)
0

7. Podziel widmo przez jego masg. Dostarczy to ponizszej funkcji ggstosci

prawdopodobienstwa i sprawi, ze powierzchnia pod krzywa widma bedzie miata

AW N —
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wartos$¢ jeden, a dla wszystkich pod-powierzchni bedzie to warto§¢ z zakresu od 0
do 1.

p(f) =) (1.50)

mass
8. Scatkuj funkcje gestosci prawdopodobienstwa przemnozona przez czgstotliwose.

Otrzymasz pierwszy moment tj. warto$¢ oczekiwana
4000

m=%= [ /P (1.51)
0
9.Scatkuj kwadrat réznicy pomigdzy pierwszym momentem i iloczynem
czgstotliwosci przez funkcje gestosci prawdopodobienstwa. Otrzymasz drugi
moment, to jest dyspersj¢ wokot wartoséci oczekiwanej

4000
my == [(f=m)’ P()df (1.52)
0
10. Powtorz kroki od 1 do 9, gdy liczba probek pozostawionych w segmencie mowy
jest wigksza od 3N.

11. Przeskaluj pierwszy i drugi moment, odpowiednio, przez 107 i 107° .

12. Sporzadz wykres drugiego momentu (0§ pionowa) w funkcji pierwszego (0$
pozioma). To utworzy $lad (ang. track).

13. Naloz na track otaczajacy go prostokat o minimalnej wielkosci — MER od ang.
minimal enclosing rectangle. Koncowe wyniki do klasyfikacji sa wydobywane z
MER.

14. Wydobadz z MER nastgpujace atrybuty: wartosci minimalng i maksymalna na
osiach poziomej i pionowej (kazda z nich reprezentuje jeden naroznik), dlugosci
bokdéw po stronie dluzszej i krotszej, wspotrzedne srodkowego punktu prostokata
na osi poziomej i pionowe;j i kat orientacji prostokata wzgledem osi poziome;.

Przyklady i trzy wykresy momentow: drugiego wzgledem pierwszego, zawierajace
MER sa dostgpne w [1] i pokazane na rys. 3, 4 i 5. Rozpatrzono tam glos — segment
wypowiedzi — znanego szwedzkiego polityka oraz segment tej samej wypowiedzi ale
wypowiedzianej przez profesjonalnego imitatora (nasladowce), a nastgpnie przez imitatora
jego naturalnym glosem. Do klasyfikacji stosowano z sukcesem dyskryminanty z p. 14
(patrz wyzej) oraz miary oparte na odlegtosci Mahalanobisa wprowadzonej w 1936. (patrz
Wikipedia). Osiagnigto podobne wyniki dla obu tych metod. Pozwalaty one na pozytywna
oceng¢ wynikow poréwnania oryginalnego naturalnego nagrania z imitacjami. Metoda
momentéw widmowych okazata si¢ niewrazliwa na imitacje oryginalnej wypowiedzi.
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a)

Rys. 3. Wykres §ladu (ang. track) uformowanego przez wykreslenie pierwszego i

drugiego momentu wzgledem siebie. Glos stynnego szwedzkiego polityka.
b)

W L5

i

Rys. 4. Wykres §ladu (ang. track) uformowanego przez wykreslenie pierwszego i
drugiego momentu wzgledem siebie. Glos jednego z profesjonalnych imitatoréw
podczas imitacji stynnego szwedzkiego polityka. Ta sama wypowiedz, jak na rys. 3.

)

Rys. 5. Wykres §ladu (ang. track) uformowanego przez wykreslenie pierwszego i
drugiego momentu wzgledem siebie. Naturalny glos imitatora z rys. 3 podczas imitacji
stynnego szwedzkiego polityka. Ta sama wypowiedz, jak na rys. 3.



13

Wysokorozdzielcza parametryczna estymacja WGM —
widma gestosci mocy

Podstawowe zalozenie: badany sygnal traktowany jest jako proces stochastyczny.
Proces ten jest generowany przez model matematyczny zalezny od matej liczby
parametrow. Poszukiwane WGM determinujg parametry modelu. Parametryczna estymacja
WGM sktada si¢ z trzech etapow.

1. Wybdr odpowiedniego modelu parametrycznego (na podstawie wiedzy a priori o
procesie).
2. Estymacja parametrow (identyfikacja) modelu.
3. Obliczanie widma na podstawie tak otrzymanych parametrow modelu.
Najczesciej stosowane modele parametryczne (inaczej innowacyjne):

. AR — autoregresywny, autoregresji,

. MA - ruchome;j $redniej, ang. moving average,

3 ARMA - autoregresji i ruchome;j $redniej, mieszany

. suma cisoid (zespolonych sinusoid) z addytywnym szumem biatym.

Model AR jest filtrem cyfrowym rekursywnym (IIR od ang. Infinite Impulse Response).
Jego transmitancja nie ma zer poza punktem z =0. Model ksztaltuje widmo wyltacznie za
pomoca biegunow. Stad ma angielska nazwe all-pole model. Rownanie réznicowe (r.r.) —
algorytm — modelu AR rzegdu p, AR(p) to
J2
x[n] = —Z a,,xX[n—m]+e[n] 2.1
m=1
gdzie x[n] to (dostgpna) obserwacja wyjscia modelu, a,a,,--,a, — parametry modelu, a
¢[n] — nieznane losowe pobudzenie modelu (niedostgpne), innowacja, jest realizacja
bialego szumu gaussowskiego o zerowej wartosci $redniej 1 nieznanej mocy (wariancji)

0_2

Model MA jest filtrem cyfrowym nierekursywnym (FIR od ang. Finite Impulse Response)
rzedu g, MA(g) nie majacym biegundéw (ang. all-zero model). Ré6wnanie réznicowe (r.r.) —
algorytm — modelu MA(q) to

x[n]= Zq:bme[n —m] 2.2)
m=0

gdzie by =1, bl,bz,u-,bq
Model ARMA jest filtrem cyfrowym IIR rzedu max(q, p). ROwnanie réznicowe —

algorytm — modelu ARMA to kombinacja liniowa (2.1) i (2.2)

x[n]= —iamx[n—m]+zq:bme[n—m] 2.3)
m=0

m=1

— parametry modelu, inaczej wspotczynniki ruchomej sredniej.

Parametry tego modelu nazywaja sig tak samo, jak parametry jego sktadowych AR i MA.
Model ,,suma zespolonych sinusoid w bialym szumie” ma algorytm

x[n]= iAf exp(jw; n)+e[n] 2.4)
i=1
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gdzie A4;,4,,--, A

,, — amplitudy zespolone (parametry modelu), a e[n] — realizacja biatego

szumu gaussowskiego o zerowej wartosci Sredniej i nieznanej mocy (wariancji) o? (tak
samo, jak wyzej).

Ogolnie parametrami modelu sa zarowno zespolone amplitudy i pulsacje sinusoid.
Te ostatnie spetniajq zwigzek -7 <@ <@, << ®, <7 .

a)
MA
RT
20t
&
2
iy
-40%
S50t
o 0.1 02 0.3 0.4 05
1
AR
104
20t
&
2
iy
-40%
S50t
o 0.1 02 0.3 0.4 05
1
¢)
ARMA
10+
20t
&
2
iy
40t i
S50t
o 0.1 02 0.3 0.4 05

Rys. 6. Typowe widma modeli parametrycznych: a) MA, b) AR i ¢) ARMA; dla celow
poréwnawczych maksima znormalizowano do 0 dB.

Zera transmitancji MA to: +;0.99 i -0.4£ 09, stad
Hya(2) = (22 +0.99%)[(z+0.4)* +0.9%], bieguny transmitancji AR to +,/0.99 i
1 1

—0.41 j0.9, stad Hur(z)=

=— > 3 5= » a dla transmitancji
Hya(2)  (22+0.99)[(z+0.4)" +0.97]

ARMA przyjeto na powyzszym rysunku potozenie zer: £;0.995 1 -0.2+ ;0.995,
potozenie biegunow: -0.1+£0.98 i -0.5+;0.999, przy czym

H jqma (2) = Hog (2)Hpya (2). Czytelnikowi pozostawiamy znalezienie tej transmitancji.
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Estymacja WGM na podstawie modelu AR

Model AR stosowany jest szeroko w technice fonicznej, np. w modelu artykulacji
mowy, w modelowaniu niektorych instrumentéw muzycznych i in. Modeluje si¢ rowniez
charakterystyki toro6w transmisyjnych, bezposrednio na podstawie odbieranego sygnatu.

Jezeli x[n] jest procesem AR rzedu p ( {x[n]} € AR(p), to jego WGM okreslone jest

wzZorem

02

Pyr(py(@) = 7 (2.5)

P
1+Zam exp(—jom)

m=1

Aby znalez¢ WGM trzeba znaé o’ i a,,m=12,--,p. Jezeli obie strony rownania (2.1)

pomnozymy przez x'[n—I[],/=0,1,--- i usrednimy po zbiorze realizacji operatorem
wartosci oczekiwanej E, to otrzymamy

JJ
E{x[lr]z]x [n—l]}:—;amE{x[n—m]x [n—l]}-i—E{e[n])_cO[n—l]} (2.6)

autokorelacja

r

autokorelacja
r[l-m)

Zerowanie si¢ ostatniego skladnika oznacza niezaleznos¢. Z (2.6) wynikaja rownania
Youle-Walkera

P
—Zamr[l m], [#0
An=q 2.7)
=Y a,l-ml+o®, 1=0

Metoda autokorelacyjna
Dysponujac estymata ciagu autokorelacji (por. z (1.10))
N I S T
ll=— > x[klx [k-1 2.8
UES IS 2.8)

k=0

gdzie N to liczba probek ciggu obserwacji x[n] 1 gdzie [=—-(p-1),---,0,---,(p-1),
znajdujemy parametry modelu AR(p) rozwiazujac rownanie macierzowe

Ra=-r 2.9
gdzie
a= [dl a, -+ a p]T wektor wspotczynnikow autokorelacji (7 oznacza tu transpozycje
wektora)
o] A-1  A=2] - Fl-p+]
R = 1] 0] -1 - -p+2]

Ap-1 Hp-2] fAp-3] - O]
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i = [/[1]7[2] - A p]]" — wektor autokorelacji.
Rozwigzanie:

a=-R'F, przy czym

P
o? = /0] + Z&mf*[m] .
m=1

Rownania Youle-Walkera dla x[n] — stacjonarnego procesu AR(p) o ciagu autokorelacji
rl]

M-

a,rll-m], =12,

m=1

p
[l = —Zamrx[l—m]+02, 1=0 (2.10)

m=1

P, 1 =—1,-2,

gdzie o —to moc ciagu innowacji (szumu bialego). Inaczej w postaci macierzowej

n0] nl-11 - nl-pl | 1] |6°

1 0] - -p+1
rx:[ ] er ] il {9+ ] af = 0 - uktad rownan normalnych
rlpl nlp=1 - n[0] a, 0

Macierz autokorelacji (p+1)x(p+1) jest macierza Toeplitza. Jest to dodatnio okreslona

macierz Hermite’a. Szybkie odwracanie tej macierzy uzyskuje si¢ za pomoca algorytmu
Levinsona-Durbina.
W praktyce, dysponujac obserwacja x[n], najpierw estymujemy ciag autokorelacji

{fx[n]}f ;- Nastepnie formujemy macierz estymat autokorelacji (p+1)x(p+1), p<<L.

W koncu obliczamy wektor wspotczynnikow {&m }f’ . Sa one nazywane wspolczynnikami

liniowej predykcji (ang. LPC — linear predictive coding/coefficients).
Rzad modelu p, to w przyblizeniu liczba zespolonych sinusoid wykrywanych przez

Pyr(p)(@) (2.5).
Model AR(p) stacjonarnego ciagu probek x[#]

Rownanie réznicowe procesu autoregresji AR(p) rzedu p

y4
x[n]+ Zamx[n —m]=e[n] (5.1)

m=1
albo
p
Zamx[n —m]=e¢[n]
m=0

gdzie zawsze a; =1,
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e[n] — stacjonarny szum bialy — ciag innowacji. Schemat blokowy modelu AR(p) pokazano

P p
ponizej, gdzie x[n]= e[n]—Zamx[n -m] i A4,(z)= Zamz_m ; {am }lp — wspotczynniki

m=1 m=0
modelu AR(p).
e[n] 1 x[n]
4,(2)

Rys. 7. Schemat blokowy modelu AR(p).

Uwaga: predyktor dziata wg algorytmu
p
x[n]= —z ayx[n—m]=—-apx[n—1]-ax[n-2]----—a,x{n-p]

m=1

z btedem predykcji
p
e[n]= x[n]-x[n] = Zamx[n -m].
m=0

Filtr rekursywny AR(p) — stabilny, przyczynowy (tj. realizowalny w czasie rzeczywistym) i
odwracalny

Model AR(p) o strukturze transwersalnej (bezposredniej) ma transmitancje

X 1 . . . . .
H(z)= E((Z)) = Filtr do niego odwrotny operuje transmitancja
z

> .
-m
1+ Z a,z
m=1

p
Hl'(z)=1+ Zamz*m .
m=1

Rys. 8. Struktura transwersalna modelu AR(p).

Struktura kratowa (ang. lattice) Markela i Graya modelu AR(p). Algorytm i-tego
ogniwa kraty
e i[n]=en]+ke_[n—1]
¢n]=—ke,_y[n]+¢_[n—1]



18

€[n]

Rys. 9. Pojedyncze ogniwo struktury kratowej modelu AR(p).

Na rys. 9 oznaczono sygnaty na wyj$ciach sumatorow. Caty filtr kratowy, pokazany na rys.
10, ma transmitancjg

X(z) 1 1

H(z)= o) yRE = 1+iam2_m
m=1
e[n]=e,[n] e, [n] e, a[n] eoln] x[n]
-
_kl
¢, [H[n] T eln]

Rys. 10. Struktura kratowa (ang. lattice) Markela i Graya modelu AR(p).

Algorytm Levinsona-Durbina obliczania wspolczynnikow &, i=12,---,p na
podstawie wspotczynnikow a,,, m=1,2,---,p

M ay =a,

2) k,=ay
(3) k=a
. O 4 g
(4) a;;—n:m; m=1,2,(i~1)

1-k}
Rekursje powtarza si¢ dla i= p,p—1,--+,2,1, a wigc dla malejacych indekséw i, az do
obliczenia wszystkich k;,, i=12,---,p.

Przyktad 2.

Dla H(z) = ! !

= N N = 3
l+az ' vayz 2 +ayz” 140927 —0.64z72 405727

dostajemy
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z() a®=a,=09, af =a,=-064, a’ =a,=0576
z(2) i=p=3, ky=a¥=0576

3~
3) (3) —
z(4) m=1, a? = 4 +k32a2 = 0'9+0.576X(20'64) =0.7952
1- &2 1-0.576
as? +hyal  —0.64+0.576x0.9 _

z(4) m=2, a? = ~-0.182

1-k} 1-0.576*

z(3) i=p-1=2, ky=a* =-0.182

a® +k,a®  0.7952-0.182x0.7952
1-k3 1-(-0.182)*

z(3) i=p-2=1, k=a"=0.673

z(4) m=1, a" = =0.673

Struktura kratowa ma bardzo dobre wlasciwosci numeryczne. Wspodtczynniki tej
struktury, k;,, i=L12,---,p nazywa si¢ wspolczynnikami odbicia (od ang. reflection
coefficients). Jeszcze inna nazwa to PARCORYy (od ang. partial correlation coefficients). Sa
to wspotczynniki o wartosciach |k[| <1, pozwalajace na tworzenie stabilnych filtrow. Nie

wymagaja one zmudnego przeprojektowania catej struktury kratowe;j, gdy trzeba zwigkszy¢
liczbe ogniw kraty. Takiej wlasciwosci nie ma struktura transwersalna.

Sygnat mowy mozna modelowaé¢ za pomoca struktury kratowej, podobnie jak
sygnaly instrumentdw muzycznych czy trakt glosowy. Mozna znalez¢ WGM tak
wygenerowanych sygnalow oraz transmitancjg¢ traktu glosowego. W technice fonicznej
bardzo czgsto sa wykorzystywane struktury kratowe z podanych wyzej powodow. Filtr
kratowy wykorzystuje si¢ np. do rekonstrukeji sygnatu fonicznego obarczonego szumem i
zakldceniami, metoda interpolacji adaptacyjnej, opierajac si¢ na zalozeniu, ze sygnat
akustyczny mozna zamodelowac¢ jako proces autoregresywny [2].
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p- 5.2.5, str. 170, momenty jako charakterystyki procesow przypadkowych — p. 9.1.1,
str. 437.

W. Borodziewicz, K. Jaszczak: Cyfrowe przetwarzanie sygnatow. WNT, Warszawa
1987, Durbin — str. 131 w rozdziale pt. Liniowa predykcja sygnalu mowy.

S. W. Smith: Cyfrowe przetwarzanie sygnatow. Praktyczny poradnik dla inzynierow i
naukowcoéw. Wydawnictwo BTC, Warszawa 2003, str. 351 — Synteza i
rozpoznawanie mowy,

T. Zielinski: Cyfrowe przetwarzanie sygnalow. Od teorii do zastosowan. WKL,
Warszawa 2005, momenty na str. 6 w tablicy, korelacja str. 14, periodogram i
modelowanie AR, MA 1 ARMA ale bez struktur, WGM. Tez str. 447, STFT str. 455.

Pytania z analizy widmowej dla Akustyki Mowy

1. Czym zajmuje si¢ analiza widmowa sygnatow mowy? Co to widmo ggstosci mocy
(WGM) i jak si¢ to widmo oblicza?

2. Jaki jest zwiazek pomigdzy WGM na wyjsciu i na wejsciu systemu dyskretnego?
Objasnij uzyte symbole.

3. Zdefiniuj periodogram. Objasnij jak si¢ oblicza periodogram Shustera i w jakim
celu si¢ go stosuje.

4. Do czego wykorzystuje si¢ momenty widmowe i na jakie§ podstawie si¢ je
oblicza?

5. Zapisz formuly na najwazniejsze momenty widmowe. Objasnij uzyte symbole.

6. Podaj interpretacje momentéw widmowych unormowanych, centralnych, rzedu
drugiego i trzeciego.

7. Co to jest miara ptaskosci widma (ang. Spectral Flatness Measure — SFM)? Jak
mozna ja obliczy¢ dla fragmentu widma?

8. Dla jakich sygnalow uzywamy nieparametryczna, a dla jakich parametryczna
estymacj¢ widma? Wymien etapy parametrycznej estymacji widma.

9.  Wymien najczgsciej stosowane modele parametryczne i naszkicuj typowe widma
dla modeli parametrycznych.

10. Objasnij w jaki sposob wykonuje si¢ estymacje¢ WGM na podstawie modelu
autoregresji.

11. Narysuj modele autoregresji o strukturach: transwersalnej i kratowej. Objasnij
uzyte symbole.

12. Jakie wilasciwosci ma struktura kratowa modelu autoregresji i gdzie znajduje
zastosowanie?

E. Hermanowicz
29.03.2011



