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Sygnaly, ich klasyfikacja, parametry, widma

Andrzej Lesnicki, PG Katedra Systeméw Multimedialnych, Gdansk 2011

1. Pojecie sygnalu

We wspolczesnych spoleczenstwach w obiegu znajduje si¢ ogromna ilo$¢ wiadomosci,
informacji. No$nikami tych wiadomosci (informacji) sa sygnaly. W jezyku technicznym
stowo ,,sygnal” oznacza to samo co rozumiemy pod tym pojeciem w jezyku potocznym.
Sygnaty sa nadawane 1 odbierane, stuza do komunikowania sig.

Sygnatem nazywamy wielko$¢ fizyczna zmieniajaca si¢ w takt treSci wiadomosci 1 niosaca
energie w postaci przydatnej do przesylania na odleglos¢, przetwarzania, zapisu.

Sygnaty powstaja na styku bodziec-czujnik. W zalezno$ci od wielkosci fizycznej 1 rodzaju
energii istnieja rézne rodzaje sygnatow. Sa to na przyktad:

- sygnaly mechaniczne z energia sil, napr¢zen 1 drgan mechanicznych;

- sygnaly chemiczne z energia reakcji chemicznych;

- sygnaly dzwigckowe z energia drgan akustycznych;

- sygnaly optyczne z energia fal §wietlnych;

- sygnaly elektryczne z energia elektryczna.
Przy obecnym poziomie rozwoju technologii najbardziej popularne sa sygnaly elektryczne,
gdyz sa one najlatwiejsze i najtansze do wytwarzania, przetwarzania i1 przesylania. Dlatego
nawet w przypadku, gdy mamy do czynienia z innym rodzajem sygnatu (np. sygnat w postaci
drgan mechanicznych), to staramy si¢ od razu zastosowaé przetwornik zamieniajacy ten
sygnal na sygnat elektryczny. Obecnie oprocz sygnatow elektrycznych bardzo czgsto sa tez
stosowane sygnaly optyczne przesylane w swiattowodach.

Z matematycznego punktu widzenia sygnaty sa funkcjami f(x). Z reguly sa one funkcjami
czasu 1 sa oznaczane jako S(t), ale np. w przypadku sygnatu obrazu nieruchomego
argumentami beda wspotrzedne na plaszczyznie S(x, y).

Czlowiek odbiera sygnaly za pomoca pigciu zmystow przystosowanych do odbioru sygnatow
o postaci analogowej: wzrok, stuch, dotyk, wech, smak. Zdecydowanie najwigcej wiadomosci
dociera do czlowieka poprzez zmyst wzroku i1 na drugim miejscu poprzez zmyst stuchu
(pozostale zmysty maja mniejsze znaczenie). Dlatego w telekomunikacji najwigksze
znaczenie ma przesylanie sygnalow dzwigku 1 obrazu. Zmysty czlowieka nieustannie
odbieraja informacjg, jest jej ogromna ilos$¢. Tak jak dla fizyka §wiat jest wypelniony materia
I energia, tak dla informatyka $wiat jest wypeliony informacja.

Odebrany sygnat z wiadomos$cia ma wzbogaci¢ wiedzg¢ odbiorcy. Odebrana wiadomos¢
bedzie wykorzystana do podjgcia okreslonej decyzji, staje si¢ informacja, a dla informacji
zasadnicze znaczenie ma jej wiarygodnos¢. Uzywamy okreslenia ,,informacja” zamiast
,wiadomos¢” dla podkreslenia jej przypadkowego charakteru. Najmniejsza jednostka
informacji jest 1 bit (nazwa jednostki jest zlozeniem z ang. binary digit). Odbierajac 1 bit
informacji (0 lub 1) musimy wiedzie¢ jakie jest prawdopodobienstwo przeklamania. W
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praktyce najcze$cie] mamy do czynienia z systemami, w ktorych strumien informacji ma
przektamany przecigtnie 1 bit na 1 000 000 bitéw, czyli stopa bledow (ang. bit error ratio) ma
warto$¢ BER =10"°.

Sygnaty podlegaja zakldceniom 1 znieksztalceniom. Ten sam sygnat raz jest sygnatem
uzytecznym, a innym razem zakldceniem. Na przyktad sygnat mowy dwoch rozmawiajacych
0sob jest dla nich sygnatem uzytecznym, ale dla osoby postronnej czerpiacej akurat
informacj¢ z innego zrodia, np. poprzez czytanie ksiazki, rozmowa ta jest zakloceniem,
szumem informacyjnym. Podobnie jest w systemach telekomunikacyjnych, gdzie kanaly
facznosci ze strumieniami informacji zaklocaja si¢ wzajemnie. Dodatkowo wszechobecne sa
szumy termiczne. Z kazdym przetworzeniem, przestaniem, zapisaniem 1 odczytaniem
sygnalu sa zwiazane dodatkowe szumy, zakldcenia 1 znieksztalcenia. Z tego powodu
odbierane sygnaly sa sygnatami niezdeterminowanymi, mozemy podaé¢ tylko z
prawdopodobienstwem mniejszym od jednoSci w jakim przedziale mieSci si¢ warto$¢ sygnatu
w danej chwili czasu. Nauka zajmujaca si¢ wydobywaniem informacji ze skazonych szumami
1 zakloceniami sygnatow jest teoria informacji.

Zwyczajowo sygnat wejSciowy (nadawany, przetwarzany) oznacza si¢ jako X(t), a sygnat
wyjsciowy (odbierany, przetworzony) oznacza si¢ jako y(t) (p. rys. 1).

Szumy, zaklocenia, znieksztalcenia

'

Sygnat Sygnat
wejsciowy wyjSciowy
> System >
x(t) y(t)

Rys. 1. System z sygnalem wejsciowym 1 sygnalem wyjsciowym

W systemach minimalizujemy pasozytnicze efekty stosujac:

- filtracjg

- modulacjg

- kodowanie
Kodowanie jest tu najskuteczniejszym srodkiem, ale moze by¢ stosowane tylko dla sygnatow
cyfrowych. Dodatkowo sygnaty cyfrowe moga by¢ przetwarzane za pomoca tak doskonatych
narzedzi jak procesory sygnatowe, mikroprocesory i komputery. Z tego powodu wspodlczesnie
dominuja systemy cyfrowe, a nie analogowe. Jezeli sa stosowane systemy analogowe, to
raczej ze wzgledow ekonomicznych, a nie technicznych. Na przyktad juz dawno wycofano by
si¢ z telewizyjnego analogowego systemu nadawczego, gdyby nie ogromny koszt niezbgdne;j
w tym przypadku wymiany, czy rozbudowy o dodatkowy modem wszystkich odbiornikéw
telewizyjnych. Najnowsze systemy telekomunikacyjne takie jak telewizja i telefonia
Satelitarna s systemami cyfrowymi.

Przyklad 1. Przykladem sygnalu bardzo czgsto wystepujacego w praktyce jest sygnal
sinusoidalny (czg¢sto stosowany jako sygnal testowy)
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x(t)= X, cosaft+¢), -w<t<ow, T,=—, a,=24, (1)

Sygnat ten wykreslono w funkcji czasu na rys. 2a (przyrzadem pokazujacym sygnal w takiej
postaci jest oscyloskop). Jak widac jest to przyktad sygnatu nieskonczonego, ograniczonego,
okresowego (periodycznego). Sygnaly, ktore nie sa okresowe nazywaja si¢ sygnatami
aperiodycznymi. Jak kazdy sygnal okresowy tak i ten sygnal ma swodj okres, amplitude
(maksymalne odchylenie od zera), fazg (przesunigcie na osi czasu). Moc sygnatlu okresowego
na rezystancji jednostkowej jest zdefiniowana jako warto$¢ s$rednia calki sygnatu
podniesionego do kwadratu 1 w tym przypadku jest to polowa wartosci amplitudy
podniesionej do kwadratu

1 2 X2
P=—|x(t) dt=—= 2
o I X(t)"dt == 2)
a) A x(t)= X, cos(2af,t + @)= X, cos[2zf,(t —t, )]
| amplituda e
I \ X /
! /
7 I{_) 0 % 7 > / >
,/ _— T 1 t
/=2 "7,
7 o=, y 0
faza ¢ ’ okres
b) Widmo 4 XpnL @
sygnatu
0 f, > ¢
c)
Spektrogram f 4
sygnatu f .
0
0 >t

Rys. 2. Sygnat sinusoidalny: a) wykres sygnatu w funkcji czasu; b) wykres sygnatu w funkcji
czestotliwosci; ¢) spektrogram sygnatu

Z wykresu sygnatu w funkcji czasu bardzo tatwo mozna odczyta¢ jaka jest amplituda i faza
sygnatu. Trudno jest natomiast odczyta¢ jaka jest czgstotliwo$¢ sygnatu f, =1/T, (trzeba

najpierw odczyta¢ warto$¢ okresu T;, a potem obliczy¢ jego odwrotnos¢ f, =1/T;).
Tymczasem znajomos¢ czgstotliwosci sygnatu ma dla nas ogromne znaczenie. Ucho ludzkie o
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wiele bardziej reaguje na zmiang czgstotliwosci sygnatu niz zmiang amplitudy. Podobnie oko
ludzkie o wiele bardziej reaguje na zmiang czgstotliwosci (kolory) niz na zmiang amplitudy.
Ucho ludzkie 1 oko ludzkie sa doskonatymi analizatorami widma sygnatu. Dlatego preferuje
si¢ wykreslanie sygnatu x(t)= X, cos(2af,t +¢) nie w funkcji czasu, ale w funkcji
czestotliwosci. Taki wykres jest wykresem widma sygnatu 1 pokazano go na rys. 2b
(przyrzadem pokazujacym sygnal w takiej postaci jest analizator widma). Poniewaz nasz
sygnat sinusoidalny ma stalq czgstotliwos¢ f = f, =const, to widmo ma posta¢ prazka na osi

czestotliwosci, jest dyskretne. Wszystkie sygnaty okresowe maja widma dyskretne, prazkowe.
Sygnaty aperiodyczne maja widma ciagle, geste. Znajomo$¢ widma sygnalu ma ogromne
znaczenie dla inzyniera, méwi o wilasciwosciach sygnatu o wiele wigcej niz znajomos¢
przebiegu czasowego sygnatu.

Interesujacym dla inzyniera jest zbadanie jak zmienia si¢ widmo sygnalu w funkcji czasu.
Wykres zmian widma w funkcji czasu nazywa si¢ spektrogramem. W przypadku sygnatu
sinusoidalnego spektrogram jest taki jak to pokazano na rys.2c. Poniewaz nasz sygnat
sinusoidalny ma stata czestotliwos¢, to jego spektrogram jest linia prosta na poziomie
czgstotliwosci  f;. Gdyby$Smy zaczgli zmienia¢ czgstotliwos¢ sinusoidy, to spektrogram
przyjatby posta¢ krzywej obrazujacej zmiany czgstotliwosci sinusoidy w funkcji czasu.

2. Klasyfikacja sygnatow

Najogolniej sygnaly dzielimy na zdeterminowane i niezdeterminowane (przypadkowe,
stochastyczne), p. rys. 3. Dla sygnatu zdeterminowanego jesteSmy w stanie powiedzie¢ ze
100% pewnoscia jaka jest jego warto§¢ w kazdej chwili czasu. Dla sygnahlu
niezdeterminowanego jestesmy w stanie tylko powiedzie¢ jakie jest prawdopodobienstwo, ze
sygnal przyjmie warto$§¢ w zadanym przedziale wartosci. Wystgpujace w praktyce sygnaly sa
sygnalami niezdeterminowanymi. Jednak dla uproszczenia rozwazan najczgsciej bedzie
dopuszczalne przedstawienie sygnatu niezdeterminowanego w przyblizeniu jako sygnalu
zdeterminowanego. Na przyklad w rozwazaniach teoretycznych czesto poshigujemy sieg
pojeciem sygnatu sinusoidalnego jako sygnatu zdeterminowanego, mimo ze w rzeczywistosci
taki sygnat nie istnieje. W rzeczywistosci nie istnieje czysty przebieg sinusoidalny, naktadaja
si¢ nan przypadkowe szumy 1 zaklocenia.

Sygnaly

Sygnaly Sygnaty
zdeterminowane niezdeterminowane

Rys. 3. Podziat sygnatéw na zdeterminowane 1 niezdeterminowane
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Istnieja rézne klasyfikacje sygnatdw w zaleznosci od przyjetych kryteriow. Sklasyfikujemy
sygnaly wedtug kryterium moéwiacego jakiego rodzaju funkcja jest sygnal wzgledem
zmiennej z osi odcigtych 1 osi rzegdnych. Ze wzgledu na to kryterium sygnaty dzielimy na
analogowe, dyskretne, skwantowane, cyfrowe. Sprecyzujemy pojecia tych sygnatow.

Sygnat analogowy jest zdefiniowany jako funkcja ciagta argumentu ciaglego X(t) (p. rys. 4a).
Sygnaty wystepujace w naturze sa najczgsciej sygnatami analogowymi (np. sygnaty obrazu 1
dzwigku).

a) A x(1)
11 — 1 A — kwant
/l/—
10 — A
AT
01 — A
P 1
00 — +—] 1 A
>
0 T 2T 3T 4T 5T 6T t
b) x[n]=x(nT) « 9
®
I ‘ .
o 1 2 3 4 5 6 n
C) 11_A Xq(t) —
10—
01—
00
| | | >
0 t, t, t, t
d) Sygnat cyfrowy (PCM)
TOOOOOllO’_l‘Ollll
L 11| >

0 T 2T 3T 4T 5T 6T
Rys. 4. Sygnaly: a) analogowy; b) dyskretny; ¢) skwantowany; d) cyfrowy

Sygnat dyskretny powstaje z sygnatu ciagtego poprzez dyskretyzacjg, wybor wartosci sygnatu
w dyskretnych chwilach czasu x[n]: X(nT) (rys. 4b). Operacja ta nazywa si¢ proObkowaniem i
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polega na ,,poszatkowaniu” sygnatu analogowego w pionie z okresem prébkowania T . Probki
musza by¢ pobierane dostatecznie ggsto, aby na ich podstawie mozna byto odtworzy¢ sygnat
analogowy.

Twierdzenie (twierdzenie Nyquista-Kotieclnikowa o probkowaniu). Jezeli rzeczywisty sygnat
analogowy ma skonczone pasmo (widmo mieszczace si¢ w przedziale od 0 do f_, [Hz]), to

musi on by¢ probkowany z czgstotliwoéceia probkowania f, =1/T nie mniejsza niz 2f

aby bylo mozliwe jego wierne odtworzenie na podstawie probek.
u

Czgstotliwo$¢ probkowania f, jest czgsto oznaczana w literaturze polskiej jako f .

Sygnat skwantowany jest zdefiniowany jako funkcja dyskretna argumentu ciaglego X, (t)

Powstaje on poprzez ,,poszatkowanie” sygnalu analogowego w poziomie (rys. 4c). Przedziat
zmienno$ci ograniczonego sygnalu analogowego X(t) zostaje podzielony na przedziaty
kwantowania o jednakowej szerokosci A. Kazdemu przedzialowi kwantowania przypisuje si¢
poziom kwantowania, np. w §rodku przedzialu kwantowania. W przedziale czasu od 0 do t;
warto$¢ sygnalu analogowego na rys. 4 miesci si¢ w pierwszym przedziale kwantowania i
przypisuje mu si¢ warto$¢ oznaczona numerem 00. W przedziale czasu od t, do t, wartos¢

sygnalu analogowego miesci si¢ w drugim przedziale kwantowania 1 przypisuje mu si¢
wartos$¢ oznaczong numerem 01, itd.

Sygnal cyfrowy powstaje z polaczenia dyskretyzacji 1 kwantowania. Numery poziomoéw
kwantowania zapisuje si¢ w kodzie dwojkowym (binarnym, zero-jedynkowym). Prdbka
sygnalu o wartosci z danego przedzialu kwantowania zostaje zapisana w kodzie dwojkowym.
Ciag probek zastaje zamieniony na ciag zero-jedynkowy (rys. 4d). Probki o indeksach 0 i 1
maja warto$ci wpadajace do pierwszego przedziatu i zostaly zakodowane jako 00, 00. Probka
o indeksie 2 ma warto$¢ wpadajaca do drugiego przedziatu i zostala zakodowana jako 01, itd.
Jezeli 0 przedstawimy jako brak impulsu, a 1 przedstawimy jako impuls prostokatny, to tak
przedstawiony sygnat cyfrowy nazywa si¢ sygnalem PCM (Pulse Coded Modulation).

Z powyzszego wynikaja zasady konstruowania systemow cyfrowych. Bardzo ogdlny schemat
blokowy systemu cyfrowego pokazano na rys. 5. Na wejsciu systemu sygnat analogowy jest
filtrowany 1 probkowany. Nastgpnie probki sygnatu sa kodowane i jest formowany wejsciowy
sygnal cyfrowy. Taki sygnat jest przetwarzany cyfrowo z uzyciem bardzo wydajnych,
wyspecjalizowanych komputerow, procesorow sygnatowych. Po stronie odbiorczej systemu
dokonuje si¢ rekonstrukcji sygnatu analogowego z sygnatu cyfrowego.
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Rys. 5. Schemat blokowy systemu cyfrowego
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3. Widma sygnatow
3.1. Szereg Fouriera

Rozwinigcie rzeczywistego sygnatu okresowego X(t): X(t +T0) w trygonometryczny szereg
Fouriera ma nastgpujaca postac

x(t)=a, + i a, coskw,t + b, sin ka,t = ick cos(kayt + ¢, ) (3)
k=1 k=0
gdzie
1 to+To
a, =— J. x(t )at (4)
Ty t

jest warto$cia $rednia w okresie T, sygnatu, oraz dla k =1, 2,... mamy

to+To

a, =— J' x(t)cos ko, tdt (5)
To 1
to+To

b, == [ x(t)sin kaytdt (6)
To 1

Wzér (3) podaje dwie mozliwe postacie trygonometrycznego szeregu Fouriera. Poniewaz
obowiazuje wzor trygonometryczny

acos f +bsin p=+a’ +b? cos(ﬁ—arctgg] (7

to migdzy parametrami obu postaci szeregu trygonometrycznego zachodza nastgpujace
zwiazki

C,=2a,, ¢,=0, C, =+a+b?, gok:—arctgb—k, k=12,... (8)
a

k

Wspotczynniki C, nazywaja sig widmem amplitudowym, a katy ¢, widmem fazowym
sygnalu okresowego X(t). Sygnat okresowy ma widmo dyskretne, prazkowe. Prazki widma
wystgpuja na pulsacjach ko, i nazywaja si¢ harmonicznymi sygnatu. Wartosci prazkow
widma amplitudowego sa podawane w takich samych jednostkach jak sygnatl, tzn. jesli sygnat
jest sygnatem napigciowym, to wartosci prazkéw sa podawane w woltach. Jesli sygnal jest

sygnalem pradowym, to warto$ci prazkéw sa podawane w amperach. Wartosci prazkow
widma fazowego sa podawane w radianach lub stopniach.

Dzigki temu, ze zachodzi rowno$¢ Parsevala, moc sygnatu moze by¢ obliczona nie tylko w
dziedzinie czasu, ale i w dziedzinie czestotliwosci
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P :i“x(t)rdt = a? +£iak2 +b¢ =C; +licf ®)
T 2°3 213

0T,

Podniesione do kwadratu widmo amplitudowe nazywa si¢ widmem mocy. Warto$¢ prazka
widma mocy jest podawana w watach. Pierwiastek z mocy sygnatlu na rezystancji

jednostkowej jest wartosciq skuteczng sygnatu okresowego X = JP.

Przyklad 2. Rozwiniemy w szereg Fouriera sygnatl z rys. 6 bedacy nieskonczonym ciagiem
unipolarnych impulséw prostokatnych. Kazdy impuls ma czas trwania 7z 1 amplitude A.
Wspotczynnik D =17/T, nazywa si¢ wspolczynnikiem wypelnienia.

A x(t)
A
>
-T, 0 T T, 2T, t
Rys. 6. Sygnal okresowy o postaci ciagu impulséw prostokatnych
Obliczamy wartos¢ srednia sygnatu
17 17 T
a, == [x(t)dt == [ Adt = A_—= AD (10)
TO 0 TO 0 TO
Nastepnie obliczamy dla k =1, 2, ... wspotczynniki
T . T
¢ i sin ke, t .
a, = 2 J' x(t)coska,tdt = 2A J' coska,tdt = 2AsInkegt _ A g, ko, (11)
To o To % T, ko, 0 7K
oraz wspolczynniki
T T
¢ . r coska,t
b, == [ X(t)sin keogtdt = 22 [sin ketdt =~ 22852t~ R4 coskye) (12)
To s To o T, ko, 0 K

Sygnat X(t) ma nastgpujace rozwinigcie w trygonometryczny szereg Fouriera

x(t) = A_I_L WA i Fsin ka, coska,t + %(1 —coska,r )sin ka)ot} (13)

0 T k=1 k

Druga posta¢ trygonometrycznego szeregu Fouriera, to
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: (ka)or]
. Sin )
T T

0 To k=1 a)OT
2

cos(kcoot - % ka)orj (14)

Niech warto$ci parametrow sygnatu beda nastgpujace: A=1, r=1s, T, =4s. Sygnal ma
nastepujace wartosci Srednig 1 skuteczna

1% 2 T T 1
, X, =+/P = /— t)’dt = /Az—:A/—:— 15
T, 4 * T, {'X(l T, T, 2 (15)

Widmo sygnatu x(t) rozwinigtego w szereg Fouriera

(\‘
| =

T

4
Tcos{ka)ot -k Z] (16)

zostalo pokazane na rys. 7.
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Rys. 7. Widmo okresowego ciagu impulsow prostokatnych: a) widmo amplitudowe;
b) widmo fazowe; c) widmo mocy

Widmo szeregu trygonometrycznego Fouriera jest widmem jednostronnym. Indeksy k dla
tego szeregu sa nieujemne. Widmo jest rysowane tylko na dodatniej potosi. O$§ odcigtych jest
opisywana jako: o$ pulsacji, 0§ czestotliwosci lub 0§ indeksow k. Im krotszy jest impuls
prostokatny, tym bardziej rozciagnigte jest jego widmo. Ten wniosek jest generalnie stuszny
w analizie widmowej i dotyczy tez sygnatlow o innym ksztalcie niz impuls prostokatny.
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Zawsze ,S$cis$nigciu” sygnatu w dziedzinie czasu odpowiada ,rozciagnigcie” w dziedzinie
czestotliwosci.

Widmo mocy sygnatu jest podniesionym do kwadratu widmem amplitudowym 1
zostalo ono pokazane na rys. 7c. Moc sygnalu moze by¢ obliczona z definicji w dziedzinie
czasu i rownowaznie z rownosci Parsevala w dziedzinie czestotliwosci

2

1 11 ws'n(kﬂ
= =[xt dt— P=Cl+2)Cl=—t > |2 17
OT{| DI Al a7

Oprécz trygonometrycznego szeregu Fouriera istnieje wyktadniczy szereg Fouriera.
Rzeczywisty sygnat okresowy X(t)=x(t+T,) o okresie T, =27/w, ma nastepujace
rozwinigcie w wyktadniczy szereg Fouriera

x(t)= 3 D ek (18)
k=—0
gdzie
::___.j t)e jh%tdt (19)
0 To

sa wspotczynnikami zespolonymi D, = |Dk|e”’k spetniajacymi zalezno$¢ D_, = D, . Widmo
D, jest widmem dwustronnym, gdyz indeksy k rozciagaja si¢ od minus do plus

nieskonczonosci. Widmo amplitudowe jest funkcja parzysta, a widmo fazowe funkcja
nieparzysta dla sygnatu rzeczywistego.
Po przeksztalceniu zaleznosci (18) do postaci

X t) = i Dkejkwot =D, + i(Dkejkwot + D:e_jkwot): D, + iZ| Dk|COS(ka)0t + q’k) (20)
P— ko1 ko1

wida¢, ze migedzy wspolczynnikami trygonometrycznego 1 wyktadniczego szeregu Fouriera
zachodza nastgpujace zwiazki

Co =Dy, Cy = 2|Dk|1 ¢, =argD, (21)

Roéwnos¢ Parsevala przyjmuje nastgpujaca postac

P = [x(t) de=DF +23°|D, (22)
k=1

0 To

Przyklad 3. Wyznaczymy wykladniczy szereg Fouriera dla sygnatlu sinusoidalnego
wyprostowanego jednopotowkowo (rys. 8a).
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Obliczamy wspolczynniki rozwinigcia w szereg

To To
1 4 - ko 1 h —-j(k-1)e, —j(k+1)w
4 4
_ e—j(k—l)(oot . e—j(k+1)(oot TTO B e_j(k_l)% _ej(k_l)% . e_j(kﬂ)% _ej(kﬂ)%
| -jank-1) - jan(k+1) |5, - jan(k-1) — jan(k +1)
4

sink-1)%  sin(k+1)T  —cosk™ coskZ  cosk™
_ 2 2 2 2 2

“2nk-1) " 2n(k+1)  2n(k-1) 2x(k+1) ll—k?)

Ostatecznie poszukiwany szereg, to

T T
. Cosk— . 2C0sk—

— 2 Jkapt :l 2 k
x(t) kgoﬁnl—kz e ﬂ+;7—)ﬂl_k2 coska,t

Oprécz wyktadniczej postaci szeregu, podano tez trygonometryczng postac szeregu.

13/21

(23)

(24)
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a) x()= 1 +£coswot +=2cos 20, _Z cosdm,t +3Lcos 6w, t —% oS8yt +...

T 2 3 157z . 5t 7T
0sw,t
} } } } ot
-T, h 0T T, t
4 4
AD
& 1]
4 T 4
] [ ]
1 1
3 3 1
357 I I 357
. L4 o« —4 4 hd .
=7 -6 5 & -2 -1 0 1 2 3 ) 5 6 7 ¥
157 157
c) 1A|Dk|2
1 7%e 1
16 16
1 1 1 1 1 1
12257°  225¢° 97’ 97’ 2257° 122577
. 8 . . o S e . — e
“7 -6 -5 _4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 1

Rys. 8. Analiza widmowa: a) sygnat; b) widmo sygnatu; ¢) widmo mocy

Widmo sygnatu pokazano na rys. 8b. Nie byto potrzeby rysowania oddzielnie widma
fazowego, gdyz prazki maja faze tylko albo rowna zero, albo +7 1 prazki o fazie +7x
pokazano jako prazki o ujemnej wartosci. Widmo jest widmem dwustronnym, prazki widma
wystepuja na dodatniej 1 ujemnej poétosi, gdyz indeksy w wyktadniczym szeregu Fouriera sa
dodatnie i ujemne. Podobnie widmo mocy jest widmem dwustronnym (rys. 8c). Moc sygnatu

obliczona w dziedzinie czasu

TO TO
4 4
P == [[x(t) dt == [(cosm,t)*dt = L | (3 +Zcos 2a>0t]dt -1 (25)
o7, 0 T, T, 7,\2 2 4
4 4
roOwna si¢ mocy sygnalu obliczonej w dziedzinie czgstotliwosci
T 2
1 » | COSK -
(26)

P=D2+25D[P= L 12 2
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3.2. Transformata Fouriera

Proste przeksztalcenie Fouriera jest zdefiniowane nastgpujacym wzorem
X (@) =F {x(t)} = [x(tle *dt (27)

gdzie X(w) nazywa sig transformata Fouriera lub widmem sygnatu x(t). Modul widma
A(a)):|X(a)] nazywa si¢ widmem amplitudowym sygnatu, argument widma
q)(a)):arg X(a)) nazywa si¢ widmem fazowym sygnalu, a minus pierwsza pochodna
argumentu rg(a)):—dqo(a))/da) nazywa si¢ Widmem opdznienia grupowego. Kwadrat

modutu widma |X (a)l2 nazywa si¢ widmem energetycznym sygnathu.

Odwrotne przeksztalcenie Fouriera jest zdefiniowane nastgpujacym wzorem

X(t)= F‘l{X(a))}:i [X(@k do (28)

—00

Przyklad 4. Obliczymy i narysujemy widmo sygnatu wyktadniczego z rys. 9a. Obliczamy
widmo sygnatu z zalezno$ci definicyjne;j

0

. w
- A o(ariox| _ A A e—Jarctg;

jo+a , Jot+a g% 4p?

Widmo amplitudowe i1 fazowe sygnatu wykreslono odpowiednio na rys. 9b 1 c. Poniewaz
widmo sygnatu jest funkcja zespolona

(29)

X(w)= jAe‘a‘e‘i‘”‘dt =
0

Aa . Aw
(o) = _ 30
(@) a’+w? Ja2+ca2 (30

to moze ono by¢ wykreslone na plaszczyznie zmiennej zespolonej w postaci hodografu
(rys. 9d).
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a)

d) jImX(w)A y0=-2

: » Re X(o)

e
I
|
8
3| K
C}
e
I
o

w w =a
Rys. 9. Sygnat wyktadniczy 1 jego widmo: a) sygnat; b) widmo amplitudowe; c) widmo

fazowe; d) hodograf
u

Przyklad 5. Znamy widmo amplitudowe oraz widmo fazowe sygnatu i sa one takie, jak to
pokazano narys. 10a i b. Obliczymy jaki jest sygnat, ktéremu odpowiada to widmo.

a) A A@)= X (o
A )= [X (@)
>
—o, 0 o, ®
b) Ao(o)=arg X(o)=-ot,
>
0 ®

Ao, sinw  (t-t,)
Aa, ‘_X(t)_ o, t-t,)

T
|
. /I\ﬁ/wg
| « >

o % t

Rys. 10. Widmo i odpowiadajacy mu sygnal a) widmo amplitudowe; b) widmo fazowe;
C) sygnat
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Sygnat obliczamy z zalezno$ci definiujacej odwrotne przeksztatcenie Fouriera

[ @q

1 o A ,
t)=— | A ~laty J(Utd — jo(t-ty)
X( ) 2 o, ° ° @ 277'](t —to)e 0, (31)
_Aw, @) _einlt) A sin o (t-t,)
= T Zja)g(t—to) B T a)g(t_to)
sin X

Sygnat X(t) jest sygnalem nieskonczonym, nieprzyczynowym, majacym postac funkcji

opoznionej o czas t,.

|
Wazniejsze pary transformat Fouriera zestawiono w tabeli 1.
Tabela 1. Pary transformat Fouriera
x(t) X (o)
eu(t), a>0 1
a+ jo
e®u(-t), a>0 1
a—jo
e, a>0 23
a’+w’
t"eu(t), a>0 n!
@+ jo)™
5(t) 1
1 275 ()
jo
sgn(t) 2
jo
u[t+£]—u(t—zj sin ——
2 2 - 2
ot
2
w, sinaw t u(a)+a)g)—u(a)—a)g)
T ot
e, a>0 \/Ee—j’a
a
5 ()= Yot —kT) A, (0)=0, Y00 —kay), 0 =2
k=—o0 k=—o0
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i 276 (0 — 0, )
Cosm,t 780~y )+ 78(0 + @)
sin e, t — m6(@ -0, )+ jrd( + o)
u(t)cosw,t 2 5(0-wy)+Z8(w+w, )+ ij 2
2 2 W, —
u(t)sin e,t _ j%&(a)—a)o)+ j%&(a)+a)o)+ 2600 2
0f -
u(tle ™ cosm,t, a>0 a+jo
of +(a+ ja))2
utle ™ sinw,t, a>0 “o
w? +(a+ jof

4. Spektrogramy sygnalow

Przeksztalcenie Fouriera pozwala wyznaczy¢é widmo S(w) sygnatu s(t). Jest to widmo
sygnalu usrednione w catym przedziale czasu istnienia sygnatu. Takie widmo nie oddaje
waznej cechy sygnalow jaka jest zmiana sktadowych czestotliwosciowych sygnalu w funkcji
czasu. Na przyktad w sygnale mowy sktadowe czg¢stotliwosciowe zmieniaja si¢ w miare
wypowiadania kolejnych glosek, a kazda gloska ma inne widmo. Podobnie sygnal muzyczny
sktada si¢ z kolejnych fraz o r6znym widmie.

Przeksztalceniem catkowym sygnatu oddajacym zmienno$¢ widma w funkcji czasu jest
krotkoczasowe przeksztalcenie Fouriera (w skrocie STFT z ang. Short-Time Fourier
Transform). Sygnatl oryginalny zostaje pomnozony przez przesuwajace si¢ w funkcji czasu
okno (p. rys. 11)

X(z,t)= (e Wz —1) (32)

I jest obliczane widmo wycigtego przez okno fragmentu sygnatu, czyli jest obliczane
krétkoczasowe przeksztalcenie Fouriera

0

X(0,)= [X(e. e dr = [s(ehale —t " dr (33)

—00
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Okno  w(t)
przesuwajace si¢ po 0si czasu
S(t) _ -7 < ~7 T T~
oy —_——— N - S~
e RN //\\\ >/-"<\\ ///\\\\\
// \\ /// \\ // \\ // \\\
-~ -~ N ~ >
0 t
v J v v
— — — —
L L L L
f A v v v v
A A A A
0 >t

Rys. 11. Zmiany widma sygnatu w funkcji czasu

Widmo krotkoczasowe X(a),t) jest widmem tego fragmentu sygnatu oryginalnego, ktory

zostal wycigty przez okno przylozone w chwili czasu t. Odwrotne krdtkoczasowe
przeksztalcenie Fouriera pozwala powroci¢ do dziedziny czasu

0

Kz, t) = sle e 1) = = [ X (@, do (34)

2

—00

Wyniki obliczen widma krotkoczasowego przedstawia si¢ w postaci spektrogramu.
Spektrogramem nazywamy graficzne przedstawienie widma gestosci energii

2

0

js(r)w(r ~telrdr

—00

X(e,t)" = (35)

Jest to funkcja dwodch zmiennych 1 powinna by¢ przedstawiona w trzywymiarowym uktadzie
wspohrzednych. Wystarczy jednak sporzadzi¢ wykres na plaszczyznie, w dwuwymiarowym
uktadzie wspotrzednych, gdzie oS odcigtych jest osia czasu, a o$ rzednych jest osia
czestotliwosci. Trzeci wymiar wyraza si¢ poziomem szarosci lub kolorem, podobnie jak na
mapach geograficznych, gdzie przejScie od nizin do gor jest przedstawiane jako zmiana
koloru od zielonego do brazowego.

Przyklad 6. Na rys. 12 pokazano widmo amplitudowe 1 spektrogram pewnego sygnalu
muzycznego. Z widma amplitudowego mozna odczytaé¢ czgstotliwosci tonéow, z ktorych
sktada si¢ utwor muzyczny. Sa to tony o czgstotliwosciach 262 Hz, 294 Hz, 330 Hz,

349 Hz, 392 Hz, czyli tony odpowiadajace nutom do, re, mi, fa, sol. Nie wiadomo jednak ile
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razy zagrano kazda z nut 1 w jakiej kolejnosci. O tych wilasciwosciach sygnalu mozna
dowiedzie¢ si¢ obserwujac spektrogram.

1500

1000

'y

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

1000
-

800' I:l = I I
= =

600

400 |
— e —

200
| & | . 1|l
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Rys. 12. Widmo amplitudowe i spektrogram sygnatu muzycznego

|

Spektrogram sporzadzono przy uzyciu okna Hamminga o diugosci 0,12 s. Utwor trwa 3,6 s i

zagrano w nim 9 nut: sol, mi, mi, fa, re, re, do, mi, sol. Osoba znajaca zapis nutowy rozpozna,
ze zagrano melodi¢ utworu ,,wlazt kotek na ptotek 1 mruga”.

Spektrogramy mozna wykorzystywa¢ w diagnostyce maszyn. Na przyktad spektrogram
odgtosu zuzytego silnika odrzutowego bedzie r6znit si¢ od spektrogramu dla silnika nowego.
Poréwnujac oba spektrogramy mozna podja¢ decyzje, czy jest juz potrzebny remont zuzytego
silnika.

|

Przyklad 7. Plik auto.wav zawiera probki sygnatu przejezdzajacego samochodu z
wiaczonym klaksonem (czgstotliwos¢ probkowania f, =11025 Hz).
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Wybdr sygnatu x(1) (plik.way, rmono=L+F) jauta =

Odtwarzanie syg. () PLAY nhits= 8, fp= 11025, N= 42500 ‘

Sygnat xit)  oknem Hamminga (linia przerywana) o dugosci L (od 3 do 513) = I 125 4 ¥
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Rys. 13. Analiza sygnatu przejezdzajacego auta z wiaczonym klaksonem

Sygnal klaksonu jest sygnatem okresowym o czgstotliwosci podstawowej rownej 400Hz w
warunkach, gdy samochod zbliza si¢ do obserwatora. Na skutek zjawiska Dopplera
czestotliwos¢ ta maleje w warunkach, gdy samochod oddala si¢ od obserwatora. Obserwator
styszy sygnat o czgstotliwosci pozornej f .. T0Zniacej si¢ od czgstotliwosci oryginalnej f,

przy czym zmiany cz¢stotliwosci opisuje nastgpujacy wzor

foooof Y

pozorna

- (36)
VFV

gdzie v, jest predko$cia samochodu, za$ v =333 m/s jest predko$cia dzwigku w powietrzu .

Na spektrogramie mozna zaobserwowac¢ jak zmalata czestotliwo$¢ klaksonu po minigciu
obserwatora. Osma harmoniczna czestotliwoéci klaksonu samochodu zblizajacego sie miata
warto$¢ f, =3200 Hzi czgstotliwos$¢ tej harmonicznej zmalata do warto$ci f, = 2900 Hz z
chwila, gdy samochodd zaczat oddala¢ si¢ od obserwatora. Oznacza to, ze przy predkosci
rozchodzenia si¢ dzwicku w powietrzu réwnej 333 m/s, predkos¢ samochodu miata
nastepujaca wartos¢

fi—f, 5543200-2000 o om0 km a7

" f,+f,  3200+2900 s godz

Samochdd przejechat nie przekraczajac predkosci 60 km/godz .



