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1+1=10

= Procesor wykonuje jedynie operacje na ciggach bitow:
1010011001100110 + 00100110011001101 =1111001100110011

= Procesor nie interpretuje co to znaczy ,,1010011001100110".
To moze by¢ 42598, -22938, -0,7 lub cos jeszcze innego.

= System liczbowy — metoda zapisu liczb dziesietnych za pomocg sekwencji 0i 1
w taki sposob, aby wynik operacji bitowych byt poprawny.
= Na tym wyktadzie oméwimy najwazniejsze systemy liczbowe stosowane w PS:
— catkowitoliczbowe,
— zmiennoprzecinkowe,

— statoprzecinkowe.



Liczby catkowite bez znaku

Zapis liczb catkowitych bez znaku (unsigned integer) na N bitach:
= pajstarszy bit (MSB): 2N-1

= j-ty bit od prawej: 2!
" najmtodszy bit (LSB): 1
Liczba dziesietna = suma wag, dla ktorych bit = 1.
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Liczby catkowite ze znakiem

Zapis liczb catkowitych ze znakiem (signed integer) musi zapewnia¢ poprawny wynik
operacji. Np.: (-1 + 2 =1) - (x + 0000 0000 0000 0010 = 0000 0000 0000 0001).
Stad: x=1111111111111111.

Zamiana liczby dodatniej na ujemng (zapis w kodzie uzupetnien do 2, U2):
" negujemy wszystkie bity (0> 1,1 - 0),
= dodajemy 1.

Przyktady dla liczb 8 bitowych:

(-1) 00000001 - 11111110~ 11111111

(-123) 01111011 - 1000 0100 - 10000101

Najstarszy bit jest rowny 0 dla liczb dodatnich i 1 dla ujemnych, z tego powodu
jest nazywany bitem znaku.



Rozdzielczosc i zakres

Rozdzielczos¢:

" najmniejsza mozliwa réznica miedzy dwoma liczbami,

= wynosi 2% =1, a wiec nie mozna zapisywac liczb niecatkowitych, np. 0,5.
Zakres:

" najmniejsza i najwieksza liczba mozliwa do zapisania,

= zakres zalezy od liczby bitow N przeznaczonych na zapis liczby,

= liczby bez znaku: od 0 do (2N-1), np. 16 bitéw: od 0 do 65535,

= liczby ze znakiem: od -2N-1 do (2N*- 1), np. 16 bitéw: od -32768 do 32767,

= jezeli nie potrzebujemy liczb ujemnych, uzycie typu bez znaku zwieksza nam gorny
zakres dwukrotnie.



Typy statoprzecinkowe w jezyku C

" jnt—co najmniej 16 bitow (Intel, ARM: 32 bity; DSP C5535: 16 bitéw).
= char — 8 bitéw, bajt (byte).

= short— 16 bitéw, 2 bajty, stowo (word).

= Jong — 32 bity, 4 bajty, podwdjne stowo (double word).

" Jong long — dtuzszy niz long (Intel, ARM: 64 bity, DSP C5535: 40 bitow).

Kazdy typ wystepuje w dwoch wersjach:
= ynsigned — bez znaku, np. unsigned int,

= signed — ze znakiem (typ domysiny), np. signed long (to samo co long).

W jezyku C kazdy typ moze miec zdefiniowane aliasy (alternatywne nazwy),
np. 16-bitowy short moze tez mie¢ nazwy: DATA (na DSP C5535), int16 t, WORD, itp.



Utozenie bajtow w pamieci

Jezeli liczba zajmuje np. 4 bajty, w jakiej kolejnosci sg one zapisywane w pamieci?
= Od najmtodszego do najstarszego bajtu (/ittle endian): B4, B3, B2, B1
— wszystkie procesory Intela i (domysinie) ARM.
= Od najstarszego do najmtodszego bajtu (big endian): B1, B2, B3, B4
— niektdre procesory, transmisja sieciowa.

= Na procesorze sygnatowym zazwyczaj mozna wybrac sposob zapisu (przy kompilacji
kodu). Najczesciej wybiera sie zapis little endian.



Przekroczenie zakresu

Co sie stanie jezeli wynik operacji nie zmiesci sie w zadanej liczbie bitow?
Nastepuje przekroczenie zakresu (range overflow) — nadmiarowe bity sg tracone.
Przyktad dla dodawania liczb 16-bitowych.

" Liczby bez znaku (maksymalna wartos¢: 65535)
(65530 + 10) - [1] 0000 0000 0000 0100 - 4

— nadmiarowa jedynka zostaje utracona (flaga overflow procesora ustawiona na 1),
— dostajemy wynik modulo 21,

= Liczby ze znakiem (maksymalna wartosc¢: 32767)
(32760 + 10) - 1000 0000 0000 0010 - -32766 (!!1)

— jedynka ,przeskakuje” na bit znaku,

— nastepuje ,,zawiniecie” zakresu, dostajemy ujemny wynik.



Jak sie chronic¢ przed przepetnieniem zakresu?

= Akumulatory procesorow sygnatowych majg nadmiarowe bity (np. 32+8),
zapobiega to przepetnieniu przy zapisywaniu posrednich wynikow obliczen.

= Zapisujgc wynik do pamieci musimy wybrac ,,wystarczajgco pojemny” typ liczbowy,
np. long zamiast short.

= Jezeli nie mozemy wybrac diuzszego typu, mozemy przeskalowac liczby, np.:
— zamiast y = a + b zapisujemy: y =2 * (a/2 + b/2),
— UZywajgc przesuniecia bitowego: y = (a>>1 + b>>1)<<1

— zapobiegamy przepetnieniu, ale tracimy najmtodszy bit liczb a i b.

Przy okazji — operatory jezyka C:
= x>>n: przesuniecie bitowe o n miejsc w prawo, odpowiada dzieleniu przez 27,

= x<<n: przesuniecie bitowe o n miejsc w lewo, odpowiada mnozeniu przez 2".



Zapis zmiennoprzecinkowy

= Zapis zmiennoprzecinkowy (floating point) pozwala zapisywac¢ dowolne liczby,
takze niecatkowite.

= Procesor musi posiadac jednostke do wykonywania obliczen na takich liczbach (FPU,
floating point unit). Taki procesor nazywamy procesorem zmiennoprzecinkowym.

= Procesor C5535 z projektu ZPS, tak jak wiele innych PS, nie posiada takiej jednostki
— jest procesorem statoprzecinkowym. Nie mozna wiec uzywac typow
zmiennoprzecinkowych.

= QOperacje wykonywane na liczbach zmiennoprzecinkowych sg dtuzsze i wymagajg
wiecej cykli procesora niz operacje na liczbach statoprzecinkowych. Zatem
wymagane sg szybsze procesory sygnatowe (wieksza czestotliwosc taktowania),
co przektada sie na wieksze zuzycie energii.



Zapis zmiennoprzecinkowy

Kazda liczba jest reprezentowana przez:
= S—znak (0: dodatnia lub 1: ujemna),
= M — mantyse (mantissa),
= E—wyktadnik (exponent),
= b—baze (base, zwykle b = 2).

(_1)5 . 1’|\/| . b(E-127)
Przyktad:

21 = 6.283185307179586 = 1,570796326795 - 22
S=0, M=570796326795, E=129, b=2



Typy zmiennoprzecinkowe

Typy zmiennoprzecinkowe zdefiniowano w standardzie |IEEE 754.
= float —typ pojedynczej precyzji
— 32 bity: 1 bit znaku, 23 bity mantysy, 8 bitow wyktadnika
— ok. 7 znaczgcych miejsc po przecinku
— zakres: od +3,4-1038 do +3,4-1038
= double —typ podwdjnej precyzji
— 64 bity: 1 bit znaku, 52 bitdw mantysy, 11 bitow wyktadnika
— ok. 15 znaczgcych miejsc po przecinku
— zakres: od +1,7-103%8 do +1,7-10308
Rozdzielczos¢ jest zmienna, zalezy od wartosci liczby.

Typ double zapewnia wiekszg precyzje zapisu liczb, kosztem dtuzszych obliczen.



Zapis statoprzecinkowy liczb niecatkowitych

= System liczbowy to tylko interpretacja znaczenia bitow.

= Mozna wiec przyjac taka interpretacje (zapis na N bitach):

= Zyskujemy mozliwosc¢ zapisywania liczb niecatkowitych.

— najmtodszy bit ma wartos¢ 2-INV-1),
— bit (N-1) ma wartos¢ 21,

— najstarszy bit jest bitem znaku.

16 | 15 14 | 13 12 | 11 | 10 9 8 Vi 6 5 4 3 2 1
znak 2-1 2-2 2-3 2-4 2-5 2-6 2-7 2-8 2-9 2-10 2-11 2-12 2-13 2-14 2-15
0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

+ 2-2 2-5 2-6 2-9 2-10 2-13 2-14

=0,29998 = 0,3



Reprezentacja Q15

= Reprezentacja liczb utamkowych jako liczby catkowitej, 16-bitowej, ze znakiem,
nazywa sie zapisem Q15:
1 bit znaku, 0 bitow czesci catkowitej, 15 bitow czesci utamkowe.

= Rozdzielczo$¢ (minimalna réznica miedzy liczbami) jest rowna
2-1>=0,000030517578125.

= Zakres: od -1 do (1-21°), czyli do 0,999969482421875 (+1 jest juz poza zakresem).
= Wszelkie uwagi dotyczgce przepetnienia zakresu sg nadal aktualne.

= Taki system liczbowy nazywamy statoprzecinkowym (fixed point); mozna zapisywac
liczby niecatkowite, ale pozycja bitowa przecinka dziesietnego jest stata.

= Zapis Q umozliwia wykonywanie operacji na liczbach niecatkowitych za pomoca
statoprzecinkowego procesora sygnatowego (nie posiadajgcego FPU).



Reprezentacja QM.N

= Mozemy uogodlnic ten zapis do formy QM.N: 1 bit znaku,
M bitow czesci catkowitej, N bitow czesci utamkowe;.

= Rozdzielczosé: 2°N.
= Zakres: od -2M do (2M - 2N),

= Przykfad: 1 bit czesSci catkowitej i 14 bitdw czesci utamkowej
daje nam zapis Q1.14. Zakres: od -2 do 1,99993896484375.

= Przy ustalonym sposobie zapisu QM.N, przecinek dziesietny pozostaje zawsze na tej
samej pozycji (przed N-tym bitem od prawej). Stad termin ,,zapis statoprzecinkowy”.

= Podobnie mozna zapisywac liczby bez znaku. Mamy wtedy zapis UQM.N (np. UQ16).



Zapis Q na typach catkowitych

= Nie ma w jezyku C specjalnego typu dla liczb Q. Stosujemy zwykte typy catkowite,
np. short.

= Aby zapisac liczbe Q, musimy interpretowac bity tak, jakby byty zwyktymi liczbami
catkowitymi, np.:
0,3 - 10011001100110 - 9830
= Co sprowadza sie do zaleznosci (dla QM.N):
— konwersja z liczby utamkowej x na liczbe catkowitg g:
qg=x-2N (zzaokragleniem)
— z liczby catkowitej g na liczbe utamkowa x:
x=q/2N
= Np. dlaliczb Q15: g =32768 - x; x=q / 32768.



Zapis Q na typach statoprzecinkowych

Przyktad dla zapisu Q15 (2N = 21> =32768):
0,3->0,3 *32768 - 9830,4 - 9830

0,6 2 0,6 * 32768 - 19660,8 - 19661

Obliczenie wyrazenia (0,3 + 0,6):

9830 + 19661 = 29491

Konwersja na liczbe utamkowa:

29491 - 29491 / 32768 - 0,89999
(przypominamy: rozdzielczosc jest rowna 0,00003)



Kwantyzacja

= Przy konwersji musimy zaokragla¢ wynik do najblizszej dostepnej liczby:
9830,4 - 9830 19660,8 - 19661

= Jest to kwantyzacja liczb.

" Bfad (szum) kwantyzacji: réznica miedzy wartosciami po kwantyzacji a oryginalnymi.

= Przy zapisie liczb statoprzecinkowych na procesorach, kwantyzacja ma bardzo duzy
wptyw na doktadnosc obliczen.

= Np. dla filtrow cyfrowych typu IIR moze spowodowac niestabilnos¢ prawidtowo
zaprojektowanego filtru.

= Btad kwantyzacji maleje ze wzrostem liczby bitéw: jest mniejszy w Q31 niz w Q15.
= W zapisie zmiennoprzecinkowym btad kwantyzacji jest znacznie mniejszy.



Mnozenie liczb QM.N

Jak obliczy¢ (0,3 - 0,6) stosujgc zapis Q157?
= Konwersja jak poprzednio: 0,3 - 9830, 0,6 - 19661.
= 9830-19661 =193267630
= Mnozenie dwoch liczb Q15 daje wynik w formacie Q30!
= Mnozenie liczb QM.N daje Q(2M).(2N)
= Konwersja wyniku na liczbe dziesietng:
193267630 / 230 =0,1799945

= Na procesorze bardzo czesto konwertuje sie wynik mnozenia z Q30 na Q31
(mnozac przez 2, czyli <<1). Utatwia to pdzniejszg konwersje na Q15.

Dzielenie liczb na procesorze statoprzecinkowym jest baaaardzo wolne i nalezy go
unikac. Wyjatek: dzielenie przez potegi 2, obstugiwane przesunieciem bitowym (>>).



Mnozenie liczb QM.N

Mamy wynik mnozenia liczb Q15 w formacie Q30. Jak z tego odzyskac liczbe Q157?
= Najpierw podzieli¢ przez 2*°, przesuwajgc w prawo o 15 bitéw (>>15).
= Nastepnie odrzucic starsze bity — pozostawi¢ mtodszych 16 bitéw.
= W ten sposob wykonuje sie zaokraglenie w dot.

= Aby zaokragli¢ do najblizszej liczby, trzeba na poczatku dodaé 2 (jedynka na
najstarszym z odrzucanych bitdw), a potem przesunac i obcig¢ wynik.

Mnozenie: 9830 - 19661 = 193267630
Zaokraglenie: 193267630 + (1<<14) = 193284014
Konwersja na Q15: 193284014 >> 15 = 5898
Dziesietnie: 5898 /32768 = 0,17999267



Niedopetnienie

= Co sie stanie jezeli po przesunieciu wyniku mnozenia zostang same zera?
= (0,003 -0,002) > 98 - 66 =6468 (Q30)
= 6468 >>15=0(Q15) !!!

= Wynik (0,003 - 0,002) = 0,000006 jest zbyt mata liczbg do zapisania w Q15
(jest mniejszy niz rozdzielczo$¢ Q15 réwna 0,00003).

= Powstaje niedopetnienie (underflow), powodujgce wyzerowanie wyniku.
= Wszystkie kolejne mnozenia (np. w filtrze) tez dadz3 zero!

= Przed niedopetnieniem préobujemy sie chronic stosujgc dtuzsze typy liczbowe
(np. Q31) i reorganizujac kolejnos¢ operaciji.



Mnozenie Q15 w jezyku C

Jak poprawnie zapisa¢ wynik mnozenia liczb Q15 w jezyku C?

short a 9830;
short b = 19661;
/* short y = ??? */

W ten sposob sie nie da: wynik nie zmiesci sie na 16 bitach, starsze bity zostang obciete:

short y = a *b; // y = 1966 (1011 1000 0101 0000 0111 1010 1110)

Moze tak? Typ long ma 32 bity, wiec wynik powinien sie zmiescic.
Niestety, wcigz ten sam btedny wynik. Dlaczego?

long y =a *b; // y= 1966




Mnozenie Q15 w jezyku C

= Kompilator najpierw oblicza wyrazenie po prawej stronie: (a * b).

= Typ wyniku jest zgodny z ,najdtuzszym” typem argumentu. Oba argumenty s3 typu
short, wiec wynik tez ma typ short. Nadmiarowe bity zostajg obciete.

= Wynik (btedny) jest zapisywany do tego, co jest po lewej stronie (typ long).
= Aby uzyskac prawidtowy wynik, musimy ,,promowac” argument do dtuzszego typu.

= Rzutowanie (cast) w jezyku C wykonuje sie podajgc nowy typ w nawiasie przed
wyrazeniem lub zmienna:

long y = (long)a * b; // y = 193267636

= Teraz jeden z argumentow jest typu long, wiec wynik bedzie tez zapisany jako long.
= Rzutowanie statej liczbowej (literatu) na typ long mozna wykonac tak:

long y = a * 19661L;




Mnozenie liczb Q15

A zatem, aby wykona¢ mnozenie (0,3 - 0,6) i zapisa¢ wynik w formacie Q15 (jako short),
musimy to zrobic tak:

short y = (short)(((long)a * b) >> 15);

albo z zaokragleniem:

short y = (short)((((long)a * b) + (1<<14)) >> 15);

Na szczescie, procesory sygnatowe dajg nam zwykle instrukcje-skroty. Np. na procesorze
C5535 to samo wykonamy instrukcjg _smpy:

short y = smpy(a, b);

Wersja z zaokragleniem — instrukcja _Ismpyr:

short y = (short)(_lsmpyr(a, b) >> 16);




Tryb nasycenia

= Przepetnienie zakresu skutkuje znacznym przektamaniem wyniku
(np. 32760 + 10 =-32766).

= Procesory sygnatowe majg arytmetyke nasycenia (saturation arithmetic).
Nasycenie polega na obcieciu liczb przekraczajgcych zakres do wartosci graniczne;.
32760 + 10 = 32767

= Wynik wciaz jest btedny, ale btad jest ograniczany.
= Na procesorze C5535 mamy instrukcje wykonujace operacje z obstugg trybu

nasycenia, o nazwach zaczynajgcych sie od _s:
_sadd (+), _ssub (—), _smpy (x), _sround (zaokraglenie), itp.



Cechy zapisu zmiennoprzecinkowego

= Ze wzgledu na bardzo szeroki zakres, praktycznie nie ma ryzyka wystgpienia
przepetnienia.

= Ryzyko niedopetnienia jest bardzo mate (mniejsze dla typu double).
= Nie trzeba stosowac zadnych specjalnych zapisow w C:

double y = 0.3 * 0.6;

= Precyzja obliczen jest znacznie wieksza niz dla zapisu statoprzecinkowego.
0,3 *0,6=0,18, a nie 0,1799945.

= Dziatania na liczbach zmiennoprzecinkowych wymagajg znacznie wiecej cykli
procesora i czesto wiecej pamieci.



Dziatania na liczbach zmiennoprzecinkowych w C

Ta sama zasada co dla liczb statoprzecinkowych obowigzuje rowniez dla
zmiennoprzecinkowych. Typ wyniku jest rowny , najwiekszemu” typowi argumentow.

short a = 5;

double wrong = a / 2; // Nieprawidtowo: wrong=2 (!)
double b = (double)a / 2; // Prawidtowo, z rzutowaniem.
double c a/ 2.0;

float d (float)a / 2;

float e a / 2.0f;

Ze wzgledu na ograniczong precyzje, nie nalezy bezposrednio przyrownywac liczb
zmiennoprzecinkowych do siebie. Np. (5.0 / 2.5) moze by¢ réwne 2,5000000000001.

if (x / 2.0 == 2.5) {} // To sie moze nie udac.
if (abs(x / 2.0 - 2.5) < 1le-8) {} // Prawidtowo.




Procesory zmiennoprzecinkowe a statoprzecinkowe

Zalety procesorow zmiennoprzecinkowych:
= duza doktadnos¢ obliczen,
= duza dynamika — bardzo maty szum kwantyzacji,
= wygodne programowanie — nie trzeba konwertowac liczb na zapis Q,

= szybsze i doktadniejsze wykonywanie wielu operacji matematycznych (dzielenie,
pierwiastek, logarytm, funkcje trygonometryczne, itp.).

Wady procesorow statoprzecinkowych:

= wolniejsze obliczenia, wiecej cykli zuzytych na wykonanie operacji (nawet prostego
mnozenia),

= wieksze zuzycie pamieci, zwtaszcza gdy stosujemy liczby typu double,
= wieksze zuzycie energii,

= wyzszy (znacznie) koszt procesora.



Procesory zmiennoprzecinkowe a statoprzecinkowe

Kiedy uzyjemy zmiennoprzecinkowego procesora sygnatowego?
= gdy potrzebujemy wysokiej precyzji obliczen,

= gdy liczy sie duza dynamika, np. przetwarzanie dzwieku
z rozdzielczoscig 32 bity — mniejsze szumy,

= gdy nas na to stac (koszty produkcji urzadzen i zuzycia energii),
= gdy istotna jest wygoda programowania operacji zmiennoprzecinkowych.

Kiedy uzyjemy statoprzecinkowego procesora sygnatowego?
= gdy wykonujemy tylko proste operacje PS (FFT, filtry),
= gdy istotna jest cena procesora i niskie zuzycie energii,

= gdy sygnat wejsciowy nie ma duzej dynamiki
(np. sygnat z przetwornika A/C o rozdzielczosci 12 bitow).
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